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独立同分布に従う確率変数 Xt (t = 1, 2 . . .)に対して，確率変数 Yt を Yt =
∑t
s=1 Xs で定め














下では，確率変数 Xt はベルヌーイ分布 B(1, p) にしたがうものとする．教室内には，m 人の
学習者がいるものとする．
ありうるすべての Yt の値をクリッカーで送信できるためには 0 ≤ Yt ≤ nbutton − 1である必
要がある．そのため，確率変数 Xt の分布と Yt の定義より 0 ≤ Yt ≤ t が成立することに注意
して，0 ≤ t ≤ nbutton − 1の範囲に tを選んでおく．
（1）学習者が，Yt の従う分布を予想し，教授者の提示した選択肢から選んでクリッカーで投
票する（図 1）．
（2）学習者が組 (X1, X2, . . . , Xt)を生成し，Yt を計算する．
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図 1．Yt の分布を問う多肢選択問題．正解（m → ∞ での収束先）は左から 4番目．
図 2．Y9 の標本のヒストグラムのクリッカーコントロールソフトウェアによる表示．ただし
選択肢 10は Y9 = 0に対応する．
（3）クラス内の学習者が Yt をクリッカーで送信する．
これにより，Yt の無限母集団からサイズ m の標本 y = (y1, . . . , ym)が抽出される．
このデータ yのヒストグラムを学習者に提示する（図 2）．





中心極限定理の主張は極限 t → ∞についてのものであり，有限の t，有限のサイズmの 1個
の標本のヒストグラム h(y)について何かを言っているわけではない．また，「似ている」こと
の基準も学習者に任せている．






以下では，データを生成する人数，すなわちヒストグラム h(y)を描く標本 yのサイズ m と，








確率は学習者の個性や学習歴により異なると考えられる．このような被験者 i (i = 1, . . . , N)
の状態を表す潜在変数を φi としたとき，ヒストグラム h(y) を見ることによって被験者 iの中
心極限定理への信頼が高まる確率を fresponse(1|h(y), φi) とする．









布と大きく異なった場合（たとえば，標本 yに (t + 1)種類の値が同数含まれる，1個だけ含ま




大数の法則から，Yt の標本サイズすなわち y のデータの個数が大きいほど 2つのヒストグ
ラムは実際近くなるので，mが大きいときにこの和 fsuccess(φi) は大きいと予想できる．確率
fsuccess(φi) が標本サイズ m に対してどのくらいの大きさかを知ることが以下で扱う問題で
ある．
3.2 信頼の高まる学習者の比率
確率 fresponse は被験者の心理に関わる．確率 fresponse の性質を知るために，大学生の被験者
に対して次の質問紙調査を行った．以下の調査では，nbutton = 10, t = 9, p = 2/3と固定した．
サイズ m = 40, 60, 80, 100, 200の標本 y を，p = 2/3 の二項分布 B(t, p)から擬似乱数を用い
て各 nhist = 20個生成し，それぞれヒストグラム h(yj)を描いた（j = 1, 2, . . .）．質問紙（図 3）












図 3．質問紙．上（表）設問．下（裏）ヒストグラム群のランダムな配置を 4 ページ作成し，回
答者にいずれか 1 ページをランダムに割り当てた．上の 1 個が「理論」，下の 64 個が
「実験」．
級ごとに積分して描いた．
表 1の 3個の被験者集団（人数 N）に対し，それぞれmの異なるデータセット A-Eのうち複
数個を選択して，それらに含まれるヒストグラムの集合をランダムな順序で 1つの質問紙に表
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表 1．質問紙調査の対象と使用したデータセット．
示して回答を求めた．選択したデータセットの個数を nd とすると，表示するヒストグラムの
個数は nd × nhist である．今回は nd = 3としたため，2 × 60個のヒストグラムとなる．さら
に，回答状況の確認のため，一様分布のサンプルや，正規分布のサンプルなどのヒストグラム
4個を加えて 64個とした（図 3）．
3個の被験者集団はいずれも 4年制大学生からなるが，学年や特徴が異なる．集団 1は 2012
年度，2は 2013年度の，理系文系学部両方からなる統計学科目の主に 1年生の受講生からな
る．集団 3は 2014年度の理系学部の科学計算科目の主に 3年生の受講生からなる．一方，デー
タセット C1，C2はともにm = 80だが，異なるヒストグラム群である．
3.3 項目応答理論によるモデル化




ヒストグラムを記述する実パラメタ a(h), b(h)で確率 fresponse が次のように書けることを仮定
する．





被験者集団 1，2，3の反応パターンに対して，統計ソフトウェア Rの irtoys，ltmパッケージ
を利用して分析を行った．それぞれ，周辺尤度最大化によりパラメタ θi, a(hj)，b(hj)を推定し
た（i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , . . . , nd × nhist）．被験者集団 1，2はデータセット A，B，被験者集
団 2，3はデータセット C2を共通項目として持つため，集団 2を基準として等化を行い，共通
の尺度による θi, a(hj), b(hj)を与えた．方法としては共通項目法のmean-sigma法を用いた．
3.5 ブートストラップ法による信頼が高まる比率の推定











1 + e−a(h)(θ−b(h)) dθ
で与えられる．データセットに属する nhist 個のヒストグラム hの r(h)を母集団とみなして，
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ブートストラップ法により，この比率 rの信頼区間を求めた（標本サイズ m = 80 の 2個のデー
タセット C1，C2は併合して nhist = 40として扱った）．
3.6 結果
推定結果 b(hj)を，標本サイズmごとに b(hj)の大きさでソートして j を再付番し，プロッ
トした結果を図 4に示す．ただし，横軸は ρ(j) = j/nhist である．パラメタ b(h) の大きさは，
m = 60, 80, 100では差がほとんどないが，m = 40, m = 200まで見ると，mが増加すると b(h)
が減少する傾向があることがわかる．
モデルの枠内では，b(h) = 0であるヒストグラムに対しては，等化の基準となる被験者集団
2の中央値 θ = 0の被験者が確率 1/2で「信頼が高まる」と答える．より小さい b(h)ではこの比
率はより大きくなる．この比率が 1/2以上となるヒストグラムが得られる確率は，b(h) = 0と
なる ρ(j)で与えられ，m = 40で 0.1, m = 80で 0.4, m = 200で 0.7程度と読み取れる．
ブートストラップ法により求めた比率 rのm依存性を図 5 に示す．ここでもmが増加する
と比率が増加する傾向が観察できる．学習者が m人のクラスで実際に活動を実行するかどう
かは，比率の信頼区間の下限の値を許容するかどうか，という保守的な立場で行うことになる．
図 4．困難度母数 b(h) の推定の結果．
図 5．ブートストラップ法で評価した，Nvote ごとの，信頼が深まる学習者の比率．信頼係数
0.95の信頼区間．
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An Estimation of Minimum Class Size for an Eﬀective Classroom
Experiment on the Central Limit Theorem Using Clickers
Saburo Higuchi
Faculty of Science and Technology, Ryukoku University
We examined a classroom activity in which learners perform sampling and validate
the central limit theorem using clickers or a classroom response system. In this activity,
learners are motivated by a dataset that they generate themselves. The eﬀectiveness of
the activity, however, depends on the sample size, which is equal to the number of learners
in the class. The required size is estimated from questionnaire data by making use of item
response theory. It turns out that in classes that consist of 80 learners, no more than half
could convince themselves that the theorem is reliable. Therefore, it is important to seek
an activity design for which a larger sample is available.
Key words: Clicker, classroom response system, classroom experiment, central limit theorem, statistics edu-
cation, item response theory.
